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論文内容要旨
 私はこの論文においてユークリッド平面から単位球面への等長的極小はめ込みについて述べるこ
 とを主要な目的とするが,その為には高次基本形式についての私の結果を使うので,そのことの説
 明から始める。
 以後考える部分空間は,全て定曲率リーマン空間内で考えることにする。
 第1章部分多様体の高次基本形式り一マン幾何学の部分多様体論においては,第2次基本形
 式のみならず高次の基本形式の概念はその発生と共にあった。しかし,従来の取扱い方では,高次
 基本形式の理論は,第2次基本形式のそれに比較して応用が少ないように思われる。
 私の見つけた方法は極小曲面の研究に有効であるから第1章においては,それの一般的性質につ
 いてのべるo
 X:N次元定曲率リーマン空間,M:n次元リーマン空間,グ:M→XをMからXへの等長的
 はめこみ(…≡isometricimmersion)とする。任意のMの点xと自然数m=1.2一
 ,に対して鯉を望(M)のxでのm次の接触空間とする.
 定義1.¢が(m-1)次の正則写像⇔b=1,2,・・・…,m-1,に対して,
 dimT〔b)がM上一定。
X
 以後望は(m-1)次(≧2)の正則写像であると仮定する。
 灘Nb(M)一.¥MT身)÷麟丁グ依弄でのTfb)の直交糊と 
 Nb(M)は¢(M)のX内での法束の部分束で,Xのレビーチビタの接続から自然な線形接続を
 定義できる。私はそれをb番目の法接続と呼ぶ。
 hα11一・ib+1・1≦i1,一…ib+コ≦n越≧dimTx㊨)+1・を(b+
 1)番目の基本形式の成分とするとb番目の法接続を使って,共変微分Dh=
αi1…ib+1
 
 Σhαi._iWkを定義できる。
 k=11b十1,k
 その時,第2次基本テγソルの時には良く知られているCodazziの方程式と2次の交換公式
 の一般化として次の定理を証明することができる。
 定理1.¢:M→XをMからXへの等長的はめこみとし,ψは(m-1)次(≧2)の正則写像
 とする。その時次の式が成立する。
(1.1)h=h
 αiド'●'ibjlkαh一…ibklj;
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 (L2)hαi1-ib+1,召,k-hαi・・…ib+1,k,4
 需ぎ(hαsh-ib+1Rsi1召k+"曙'+hαi1一・・ibsRsib+14k)
 +β至μbhβi1-ib+1R濃4k,
 ここでR魅召kはb番目の法接続による曲率テンソルで,μb-dim型+1,
 b=1,2,・…7m-lo
 (1,1)と(L2)とから,hのラプラシアンを計算することができる。
 αi・…'ib+1
 第2章極小曲面に関する基本的な式この章以後,多様体Mは2次元向きづけ可能とし等長的
 はめこみ¢は極小であるとする。
 更にψは(m-1)次(≧2)の正則写像とする。その時私は各b番目の高次基本テγソノレを使
 って三個のM上の函数を定義する。
 定義3,
 (2'1)K(b)二4-1(h&1じ1+h&1-12)l
b
 (2.2〉N㈲一Σhん....1・Σh&1....12一(Σhα1...曲..,.12〉2;
α≧μb_1
ワ
 (2・3)f㊨1一隅一4N卿b惚2,3・…,m・
 偏醐のb翻の基本テンソルの長さと呼洛ζことにする・
 NO⊃1-1(Σhα1_1eα)〈(2hα1一.・12eα)r2であるから,KO⊃)とN㊨)は非負で
 あって・その幾何学的意味は容易に理解できるが・f(b)については次のような函数論的意味がある。
 補題Mをその計量から導入される複素構造に関してリーマン面と考える。Mの第1次基本形式
 をds2-w12+w22,b番目の基本形式の成分からH2)一hα1....1+ihα1....42
 とおく。
 その時Σ(H聖))2(w1+iw2)2bは2b次の正則形式であって
α≧μb_1
 (Z4)f価)二麟b-1(H2))212ゆ=2・'1",m・
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 が成立する(特に(2.3).の右辺は非負になる)
 (1・1)と(L2)とから・f(b)とK(b)のラプラシアン/を計算できる。そしてそれらの式が本章の
 主定理である。
 定理2.¢:M→Xを2次元リーマン多様体MからXへの等長的極小はめこみとする。ψが
 (m-1)次の正則写像なら,b二2,・…,m,に対して
 (2・5)△f㊥)一4{bf㊤IK+IA㊦ID;
 もしN(b-1)宍0なら・
 (26)圭△Kq・1一一2N詮1)K(b司)+bKK(切+2K(肺)+翠IH(1」コ12
 N(コ)≡…1・H(1)三2として・KはMのガウス曲率・そしてA〔h)の定義については本論文を参照する
 こと。
 注意(2、6)はMが種数0の開り一マン面の時にはS.S.Chernによって別な方法によっ
 て証明されている。
 この定理2は第4章において本質的重要性をもつがその前に高次基本形式の理論の応用として第
 3章では双極型極小曲面について考える。
 第3章S4内の双極型極小曲面一般にSNを(N+1)次元ユークリッド空間RN+1の原点
 中心の半径1の球面とする。ψ:M→S3をMからS3への等長的極小はめこみとし,ψ*:M→
 S3をグ(M)のS3における単位法線ベクトルをR4の原点まで平行移動する写像とする。その
 ホ
 時,B.Lawsonに従って,¢=勒＼¢:M→S5⊂R6(≡イ2R4)を¢の双極型曲面とい
 う。ψが誘導計量によって極小はめこみになることは,簡単な計算によって示すことが出来る
 (Lawson〉が,私はもっと精密な計算を実行して¢の微分幾何学的量を¢のそれらを使って完
 全に表わすことに成功した。そしてその一つの応用として,S4内における曲面のなかから,
 定理3.S4内の輪環面で,極小曲面であってR一曲面でないものが存在する。
 を証明することができた。E.CalabiやS.S.Chernの研究によって種数Oのコンパ
 クトなリーマン面からS4への極小はめこみは全てR一曲面であることが知られており,そうでな
 い閉じた曲面があるかどうかについては1930年代の頃からの問題であった。
 第3章の後半では,S4内のR一曲面でない極小曲面がいかなる条件を保つ時S3内の極小曲面
 の双極型曲面となるかについて考える。
 第4章R2からSNへの極小はめこみM=R2は標準的計量をもち向きを固定した2次元
 ユークリッド平面とする。ψ:R2一→SNを等長的極小はめこみとする。
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 定理4.もしもグ(R2)がRN-1の線形部分空間に含まれないとする。その時
 (i)Nは奇数次元でなければならぬ,N=2n+1とおくと,
 (iDΨはn次の正則写像である。
ヤ
 更に詳しく望の高次基本形式をしらべることにより,ψのFrenet-Boruvkaの標構は
 ある定数係数の全微分方程式系を満足することがわかり,従ってその系は容易にとくことができて
 定理5.¢:R2→S2n+†を定理4の仮定をみたす極小はめこみとする。その時歓(R2)
 はSO(2n+2)のある可換り一部分群の軌跡である、、
 定理5とHsiangの定理とから,
 系ψ=T2・→S2n+1を平担な輪環面からS2n十1への極小はめこみとする。その時,
 劉は実代数的である。
 を得る。
 定義4.幹i,i-1.2をR2からS2n+1への極小はめこみとする。劉1とグ2と綱値
 である⇔S2n+1の等長変換FとR2の向きを保つ等長変換Aが存在して,F・ψ、=
 グ2・Aを満足すること。
 〔¢〕によって¢(R2)がRN臼の線形部分空間に含まれないような¢の同値類とする。
 」をそのような〔劉〕の集合とする。
 」(K(2),一,K@〉={〔¢〕6Σ:勤各高次基本テγソルの長さカ〉K⑥・b-2
 ,n}と置く。
 その時
 塞∪万(K(2/,一一㍉㌦)と互に他を含まなレ'部分集合の和に分解される。
 馴K(2), ・K(a))紛類しよう・
 Σ(K(2)・…・K(n))1こ属する臆の¢は全て[司じN(5)"'、N(n-1〉を持つことに注意
 して・次の開円板△b,b=L2・一"・n-1,を定義する。
 △r=IZ〔¢訓ZK1},
 △b一{Z∈¢:tzK襯N㈲い一2ヂ…,一
4kn
expi
 n十10
 1「='、7k=071コ2,一・・
ぺ
 O＼211kn
expi
 n十1
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 と定義すると,rは自然な方法で△1×一・・×△n_1に作用する。
 その時,
 定理6.Σ(K(2)ジ・一,K(nl)と△1×・・×△n_1/rの聞に1対1の対応が存在する。
 定理6の系として,S3に含まれる極小曲面も含めると,次の系を得る。
 系R2からS5への極小はめこみの同値類の全体はS2と1対1に対応する。
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 論文審査の結果の要旨
 主論文は「R2をSNへの極小はめ込みについて」と題するものでR2はEuclid平面をSN
 はN次元球面を意味する。Euclid空間にはそれが高次元でもcompactで境界のない極小
 部分多様体は存在し得ない。これに反し球面SN上にはそのような部分多様体で種々の位相的構造
 をもつものが存在するので位相的興味その他の理由からSN上の極小多様体の研究が欧米で盛んに
 なったがE.Calabi,S.S.Chem等によるSNにおけるS2と同相な極小曲面の研究は興味あ
 るものの1つであった。これに対し著者はSNにおいて2次元輪環面丁2と同相な極小曲面の理論
 を建設しようと試みまず表題に言うようなEuclid平面R2を球面SNへの等長な極小はめ
 込みの理論を作りその特段な場合として平坦な輪環面の等長な極小埋め込みを論じたのである。
 第1章では定曲率空間における部分多様体に対し0.Bor道vka,S.S.Chern等に従い
 高次基本形式を定義し新たにそれらのLaplaciansに対する公式を導きまた高次法接続,高
 次Codazzi方程式等を導いて後章への準備とした。第2章では前章の理論を部分多様体が
 Gauss曲率が負でない極小曲面である場合に適用してかような極小曲面に対する諸種の不変式
 を導きその幾何学的あるいは函数論的意義を明らかにすると共にまたそれらのLaplacianSを
 求めた。これが著者の研究の解析的基礎でBor旨vka,Chern等の研究を更に進展させたものである。
 第3章では主題からはそれるが輪環面丁2を球面S3への極小はめ込みがあるときそのGauss
 写像を用いてH.B.Lawsonの作った双極的極小曲面と呼ばれるT2をS5への極小はめこみを著
 者は高次基本形式の理論の応用として論じている。すなわち第2章で定義した不変式を計算するこ
 とによってLawsonの結果の別証明に加えて輪環面がR曲面でありえないことを示した。また双
 極的極小曲面はS4に含まれることが起りうるが著者はまたそのような極小曲面に対する局所的な
 特徴づけを与えた。
 第4章は第1,・2章の準備の下に本論文の主題であるR2をSNへの極小はめ込みについて論じ
 ている。まずその陳の極小曲面がSNのどの天球にも含まれないときNは奇数でなければならぬこ
 とを見出した。N=2m+1とおくときそのようなはめ込みの例として指標mの一般化された
 Clifford曲面をexplicitな方程式で与えまたそれがSNで剛体的であることを証明した。
 次に上述のような極小曲面は回転群SO(2n+2)の可換なLie部分群の軌道空間であること,
 また平坦な輪環面の極小はめ込みと見なせるものはこのはめ込みが代数的である時に限ることを示
 した。更にR2をSNへの極小はめ込みがどれ位存在するかを調べ本質的に異るものがある(2m
 -2)次元多様体上(n二2の時はS2)の点と1対1の対応をなすことを証明した。以上によっ
 てR2をSNへおよび輪環面をSNへの極小はめ込みの理論は一応の完成を見たと言える。
 参考論文は7編ありその中の4編は接触多様体,他の3編はRiemann多様体の部分多様体に
 関するものでその多くは自分で見出した問題を解いたものである。
 以上主論文および参考論文より著者は現代の微分幾何学の分野に独創的で重要な寄与をなすと共
 に自立して研究活動を行うに必要な研究能力と学識を有することが明らかである。よって剣持勝衛
 提出の博士論文は理学博士の学位論文として合格と認める。
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